Задано координати вершин піраміди:
 А1(3;3;9), А2(6;9;1), А3(1;7;3), А4(8;5;8).
Знайти:
1) довжину ребра А2А3;
Длина вектора a(X;Y;Z) выражается через его координаты формулой:
a = √(X² + Y² + Z²).
Находим координаты вектора А2А3 по точкам A2( 6; 9; 1), A3 (1; 7; 3).
А2А3 = (1-6; 7-9; 3-1) = (-5; -2; 2).
Длина А2А3 = √((-5)² + (-2)² + 2²)  = √(25 + 4+ 4) = √33.

2) кут між ребрами А1А2 и А1А4;
Находим координаты вектора А1А2 по точкам А1(3;3;9), А2(6;9;1)
А1А2 = (6-3; 9-3; 1-9) = (3; 6; -8).
Длина А1А2 = √(3² + 6² + (-8)²)  = √(9 + 36+ 64) = √109.
Находим координаты вектора А1А4 по точкам A1( 3; 3; 9), A4 (8; 5; 8).
А1А4 = (8-3; 5-3; 8-9) = (5; 2; -1).
Длина А1А4 = √(5² + 2² + (-1)²)  = √(25 + 4 + 1) = √30.
угол между рёбрами A1A2 и A1A4.
cos(A1A2_A1A4) = (3*5+6*2+(-8)*(-1))/(√109*√30) = 35/√3270 ≈ 0,6121.
Угол равен arccos 0,6121  = 52,26  градуса.

3) площу грані А1А2А3;
Она равна половине модуля векторного произведения векторов А1А2 и А1А3.
Вектор А1А2 найден и равен  (3; 6; -8).
Находим вектор А1А3 по точкам А1(3;3;9), А3(1;7;3).
 А1А3 = (1-3; 7-3; 3-9) = (-2; 4; -6).
Находим векторное произведение A1A2xA1A3.
  i         j       k|       i        j
 3        6     -8|      3        6
-2        4     -6|     -2       4 = -36i + 16j + 12k + 18j + 32i + 12k = -4i + 34j + 24k.
Найден нормальный вектор грани А1А2А3: (-4; 34; 24).
Его модуль равен √((-4)² + 34² + 24²)  = √(16 + 1156 + 576) = √1748 = 2√437.                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                
S = (1/2)*( 2√437) = √437 ≈ 20,9045 кв. ед.

4) об'єм піраміди;
Объём пирамиды равен 1/6 модуля смешанного произведения векторов (A1A2xA1A3)*A1A4.
Произведение векторов (A1A2xA1A3) найдено выше и равно : (-4; 34; 24).
Вектор А1А4 тоже найден и равен А1А4 = (5; 2; -1).
 (A1А2xA1А3) = -4    34     24
              A1А4 =   5      2      -1    
                           -20  + 68  -  24 = 24.
V = (1/6)*24 = 4. 

5) рівняння грані А2А3А4;
Для составления уравнения плоскости А2А3А4  используем формулу.
x - xA                  y - yA                   z - zA
xB - xA              yB - yA                zB - zA
xC - xA              yC - yA                zC - zA = 0.
Подставим данные и упростим выражение: А2(6;9;1), А3(1;7;3), А4(8;5;8).
x – 6          y – 9             z – 1
1 – 6          7 – 9             3 – 1
8 – 6          5 – 9             8 - 1 = 0

x – 6          y – 9            z – 1
 -5                -2                  2
 2                -4                   7 = 0

(x – 6)(-2·7-2·(-4)) – (y – 9)((-5)·7-2·2) + (z – 1)((-5)·(-4)-(-2)·2) = 0
(-6)(x – 6)+ 39(y – 9) + 24(z – 1) = 0
 - 6x + 39y + 24z - 339 = 0 или, сократив на (-3) получаем уравнение плоскости А2А3А4:
2x - 13y - 8z + 113 = 0

6) рівняння та довжину висоти, що проведена з вершини А1 на грань А2А3А4;
Направляющий вектор высоты к грани А2А3А4 совпадает с нормальным вектором плоскости А2А3А4, который по данным пункта 5)  равен  
(2; -13; -8).
Подставив координаты точки А1(3; 3; 9) в уравнение прямой, находим уравнение высоты из точки А1 на плоскость А2А3А4:
(x – 3)/2 = (y – 3)/(-13) = (z – 9)/(-8).
Длина высоты – это расстояние от точки А1 до плоскости А2А3А4.
Для вычисления расстояния от точки M(Mx; My; Mz) до плоскости Ax + By + Cz + D = 0 используем формулу:
d = |A·Mx + B·My + C·Mz + D|
            √A2 + B2 + C2
Подставим в формулу данные: А1(3; 3; 9), плоскость А2А3А4:
2x - 13y - 8z + 113 = 0
d = |2·3 + (-13)·3 + (-8)·9 + 113|
           √22 + (-13)2 + (-8)2 = 
=   6 - 39 - 72 + 113|
    √4 + 169 + 64 =

= 8/√237 = 8√237/237≈ 0,5197.

7) рівняння проекції прямої А1А3 на грань А2А3А4;
Надо найти проекцию точки А1 на плоскость А2А3А4. Пусть это точка Е.
Уравнение прямой найдено ранее – это перпендикуляр из точки А1(3; 3; 9) к плоскости А2А3А4: 2x - 13y - 8z + 113 = 0.
А1Е: (x – 3)/2 = (y – 3)/(-13) = (z – 9)/(-8).
Координаты, которые имеет точка Е пересечения  x,y,z, должны удовлетворять уравнению прямой и уравнению плоскости. Поэтому, для их определения, необходимо решить систему уравнений, которая включает уравнение прямой и уравнение плоскости. Это система:
{(x – 3)/2 = (y – 3)/(-13) = (z – 9)/(-8).
{ 2x - 13y - 8z + 113 = 0.
Уравнение прямой представим в параметрическом виде.
((x - 3)/2 = (y - 3/(-13) = ((z - 9)/(-8) = t,
x - 3 = 2*t ,         x = 2t + 3,
y – 3 = (-13)*t,   y = -13t + 3,
z - 9 = (-8)*t,      z = -8t + 9.
Подставим переменные в уравнение плоскости 2x - 13y - 8z + 113 = 0.
2(2t + 3) - 13(-13t + 3) - 8(-8t + 9) + 113 = 0,
4t + 6 + 169t - 39 + 64t - 72 + 113.

237t = -8,
t =  -8/237.
Подставим значение t в выражения переменных.
x = 2*(-8/237) + 3 = 695/237,
y = -13*(-8/237) + 3 = 815/237,
z = -8*(-8/237) + 9 = 2197/237.
Найдена точка E пересечения перпендикуляра из точки A1 и плоскости А2A3A4, она же является проекцией точки A1 на заданную плоскость.
Точка Е((695/237); (815/237); (2197/237)), точка А3(1; 7; 3).
Теперь находим вектор А3Е:
А3Е = ((695/237) - 1; (815/237 - 7); (2197/237) - 3) =
        = ((458/237); (-844/237); (1487/237)).
Получаем уравнение прямой А3Е как проекции прямой А1А3 на грань А2А3А4 по точке А3(1;7;3 и направляющему вектору 
А3Е = ((458/237); (-844/237); (1487/237)).
((x – 1)/ ((458/237)) = ((y – 7)/ (-844/237)) = ((z – 3)/(1487/237)).   

8) відстань від точки А2 до прямої А1А3. 
Точка А2(6;9;1). точки А1(3;3;9), А3(1;7;3).
Находим вектор А1А3.
А1А3 = (1-3; 7-3; 3-9) = (-2; 4; -6).
Получаем уравнение прямой А1А3.
А1А3: (x – 3)/(-2) = (y – 3)/4 = (z – 9)/(-6).
Из уравнения прямой получим:
s = -2; 4; -6   - направляющий вектор прямой;
M1 = 3; 3; 9   - точка лежащая на прямой.
Тогда
M0M1 = {M1x - M0x; M1y - M0y; M1z - M0z} = (3 - (-6); 3 - 9; 9 – 1) = (9; -6; 8).
Площадь параллелограмма лежащего на двух векторах M0M1 и s:
S = |M0M1 × s|
M0M1 × s = i       j     k
                   9    -6     8
                   -2    4    -6 =
= i (-6·(-6) - 8·4) - j (9·(-6) - 8·(-2)) + k (9·4 - (-6)·(-2)) =
= i (36 – 32) - j (-54 + 16) + k (36 – 12) =
= (4; 38; 24).
Зная площадь параллелограмма и длину стороны найдем высоту (расстояние от точки до прямой):
[bookmark: _GoBack]d = |M0M1×s|/|s| = √42 + 382 + 242/√(-2)2 + 42 + (-6)2 = √2036/√56 = √(509/14) =
= √7126/14 ≈ 6,0297.




